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Wstep

Idea sterowania optymalnego
W sterowaniu optymalnym poszukuje si¢ takiego sterowania dla danego
uktadu, przy ktérym spelnione zostang pewne kryteria optymalnosci. Pro-
blem sterowania ujmuje funkcjonal kosztow, ktéry jest funkcja stanu i zmien-
nych zwiazanych ze sterowaniem. Przedstawia sie uktad réwnan rézniczko-
wych opisujacych przebiegi zmiennych zwiazanych ze sterowaniem. Zmienne
te minimalizujg funkcjonal kosztow.Dopuszczalny proces sterowania ekstre-
malizujacy wskaznik jakosci nazywa sie optymalnym procesem sterowania,
a zwigzane z nim sterowanie nazywa sie sterowaniem optymalnym. Rézne
potrzeby praktyczne prowadza do wyrdznienia szczegdlnych zadan sterowa-
nia optymalnego np. zadania optymalnego sterowania docelowego, zadania
optymalnego sterowania okresowego, czy tez zadania optymalnego sterowa-

nia stochastycznego.

1 Optymalizacja statyczna i dynamiczna

1.1 Optymalizacja statyczna
Optymalizacja statyczna sprowadza sie do poszukiwania ekstremum funk-
cji tj.
f:A— Rgdzie ACR"

Zadanie optymalizacji polega na znalezieniu takiej wartosci * € A, ze dla
kazdego z € A\ {z*} zachodzi:

f@) > f(a")

1.2 Optymalizacja dynamiczna

Optymalizacja dynamiczna sprowadza sie do poszukiwania ekstremum
funkcjonatu. Chodzi o znalezienie takiej funkcji 2*(¢) ze zbioru dopuszczal-

nego X, ze dla kazdej funkeji z(t) € X zachodzi:

Q" (1)} < Q{x(t)}



Podstawowe zadanie optymalnego sterowania docelowego polega na mini-

malizacji catkowego wskaznika jakosci
t1
Glauw) = [ glalt), ult). )t
to

z uwzglednieniem réwnan stanu procesu

warunkéw dwugranicznych
x(to) = xo, z(t1) = 1,
oraz ograniczen chwilowych sterowania
u(t) e U, t € [to, t1],

Przykladowe kryteria

e Sterowanie minimalnoczasowe

g (t), ut), )t = 1 ,

G(l‘,u): ’ 1dt:tk—t0
0

e Sterowanie minimalnoenergetyczne
g@(t),ult), )u?(t) .
1
Gl u) = / w2 () dt
to

e Calka z kwadratu stanu i sterowania

t1
G(z,u) = /t (2T Qx + u Ru)dt

0

e Problem ze swobodnym stanem koncowym

G = F(z(ty))



2 Rachunek wariacyjny

2.1 Zadania wariacyjne dla przypadku jednowymiarowego

Sprowadzamy problem optymalnego sterowania do zminimalizowania funk-
cjonatu zaleznego od krzywej x, jej pochodnej u i czasu t
~ t
Gla) = [ ae(t), a0, Ot
0

z wiezami ustalajacymi potozenie poczatkowe i konicowe krzywej
z(to) = o, x(t) = o

Zaktadamy, ze krzywa jest elementem przestrzeni funkcji rézniczkowalnych

w sposéb ciagly tj.

v € Cullto. b B, i = mas [o(0)] + max [i(0)

Funkcjonal G () osiaga na krzywej & lokalne minimum jezeli istnieje takie

e > O(otoczenie w przestrzeni krzywych), ze
(lz — 2|l <€) = (G(z) 2 G(2))

tj. dla wszystkich krzywych z C - otoczenia krzywej & wartosci funkcjonatu
G(x) nie sa mniejsze od G(2).

Warunkiem koniecznym stabego lokalnego minimum funkcjonatu G(z) jest
spelnieni rownania Eulera-Lagrange’a na krzywej ekstremalnej Z.

Krzywe spelniajace réwnanie Eulera-Lagrange’a nazywamy ekstremalami.
Aby stwierdzi¢ czy dana ekstremala stanowi minimum funkcjonalu (a nie
maksimum lub punkt przegiecia) stosujemy warunki optymalnosci wyzszych
rzedow. W szczegdlnosci warunki optymalnoéci drugiego rzedu uzyskujemy

obliczajac druga pochodna.

2G() |
do2 %70

= /t N (a (022(1) + 28,5 (D0(2)05(E) + §up (£)02(8))

0



Wynika stad, ze warunkiem koniecznym drugiego rzedu osiggania minimum

przez ekstremale & jest nieréwnos$é¢ Legendre’a
G3:(t) >0, t € [to, t1].

Warunkiem dostatecznym drugiego rzedu osiagania minimum przez ekstre-

male T jest ostra nieréwnos¢ Legendre’a
G3:(t) > 0, t € [to, t1].

pod warunkiem, ze ekstremala nie posiada tzw punktéw sprzezonych.

2.2 Zadania wariacyjne wielowymiarowe-funkcja kary, mnoz-

niki Lagrange’a

Niech chwilowe ograniczenia sterowania beda postaci
lu(t)] < u™, t € [to, t1].
Wprowadzamy funkcje kary za przekroczenie ograniczen chwilowych

0 gdy |uj(t)] < "™

m max

pjlui(t) — uj a2 ody |uj(t)] > u’

Kj(u;(t)) = {

gdzie p; > 0 jest wspolczynnikiem kary. Wraz ze wzrostem wspoélczynnika
kary p; — +oo funkcja kary staje sie coraz bardziej stroma i tym samym
coraz doktadniejsza.

Stosujac metode funkcyjnych mnoznikéw Lagrange’a A(t) dla réwnan stanu
i funkeje kary K (u(t)) = 37" Kj(u;(t)) dla ograniczeii chwilowych stero-
wania wiaczamy te ograniczenia do wskaznika jakoéci modyfikujac go do

postaci

Gz, A\ u) = /tt1 (g(z(t), u(t), t) + AT () (@(t) — f(2(t),u(t), t)) + K (u(t)))dt

0

Warunki konieczne optymalnosci w postaci uktadu réwnan Eulera-Lagrange’a

5.0 - 55:0=0, telotl, ()
) - SO =0, tefonl, ()



5 d 4
9u(t) = 7:94(t) = 0, t € [to, ], (¥ % %)

Mnoznik funkeyjny A(t) nazywany jest takze zmienna sprzezona lub zmienna
kostanu (wektorem kostanu). Réwnanie (*) nazywane jest réwnaniem sprze-
zonym lub réwnaniem kostanu optymalnego, réwnanie (**) jest réwnaniem
stanu optymalnego, zas (***) jest réwnaniem sterowania optymalnego. Uktad
tych réwnan pozwala dla niektérych klas probleméw sterowania optymal-

nego efektywnie sparametryzowaé sterowanie optymalne.

3 Zasada maksimum Pontryagina, funkcja Hamil-

tona

Gl u) = /t o), u(t), Dyt

0
Przyjmujemy nastepujace zalozenia:

1. Funkcje g i f s rézniczkowalne w sposéb ciagly wzgledem stanu x i ciggle
wzgledem sterowania u i czasu t,

2. Sterowania dopuszczalne sg funkcjami przedziatami ciagtymi o skonczonej
liczbie nieciaglodci pierwszego rodzaju, tj. u € PC[tg,t1|R™).

Dla pochodnych funkcji g i f wzgledem stanu stosujemy oznaczenia

gm(x7u7t)7 fm(x,u,t),

Funkcja Hamiltona (hamiltonian)

HA(®), 2(t), u(t),t) = —g(x(t), u(t), £) + AT () f(2(t), u(t), ).

Oznaczajac iloczyn skalarny wektoréw z’y jako (x,7) mozemy zapisaé ha-

miltonian w postaci réwnowaznej

HA®), (1), u(t), ) = —g(x(t), u(t), t) + (A(®), f(x(t), u(t),1)).

Zasada maksimum Pontryagina, warunek konieczny optymalnosci
Jezeli (z*,u*) jest optymalnym procesem sterowania, to sterowanie u* mak-

symalizuje hamiltonian problemu t;j.

H(N(t), 2" (t),u"(t),t) = max H(\*(t), 2™ (t), u(t),t)
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gdzie \*(t) (tzw. funkcja sprzezona) spelnia réwnanie rézniczkowe (tzw.
sprzezone)

N*(t) = = f7 (2" (), w" (8),1) + g2 (" (8), u" (1), 1)
z warunkiem koncowym
A (tg) = 0.
4 Zasada optymalnosci Bellmana
Jezeli optymalng trajektorig z punktu A do punktu D jest trajektoria
A—B—C—D,
to optymalng trajektorig z punktu B do punktu D jest trajektoria

B—C— D.

(tzn. koncéwka trajektorii optymalnej jest optymalna sama w sobie, strate-

gia optymalna nie zalezy od historii procesu).

4.1 Funkcja Bellmana

SG0.0 2 i [ ol ur).

przy warunku z(tx) = xp,
Funkcja S(z(t),t) okredla jaki jest najmniejszy mozliwy koszt dotarcia do
stanu koncowego x; w chwili ¢z, jezeli w chwili t obiekt znajduje sie w stanie

x(t).

4.2 Roéwnanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana HJB

S(a(t),t) 2 min < /t A () u(r), Y + S(a(t + Ab), £+ At))



po rozwinieciu funkeji S(x(t+At), t+At) w szereg Taylora wzgledem punktu
S(z(t),t) i przejeciu At — 0 otrzymuje sie réwnianie Hamiltona-Jacobiego-
Bellmana

—Su@(®),1) = min (g(z(t), u(t), t) + Sa(@(t), ) f(2(t), ult), y)

gdzie
S0 = DSan.) 0 S(a0).) = o8
ot Ox
Jest to tzw. réwnanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana (réwnanie HIB), ktére
stanowi warunek konieczny optymalnosci procesu sterowania. Rownanie

to stanowi podstawe, na ktérej okreélana jest metoda programowania dyna-

micznego dla probleméw optymalnego sterowania z czasem ciaglym.

4.3 Programowanie dynamiczne sterowania optymalnego z cza-

sem cigglym

Minimalizujac prawa strone réwnania HJB wyznacza si¢ sterowanie w funk-

cji stanu x, pochodnej funkcji Bellmana S, (z,t) i czasu t
u(x, Sy (z,t),1),

przy czym wielkosci x, S, (z,t),t) traktowane sa jako parametry; realizacja
tego punktu wymaga rozwiazania zadania optymalizacji funkcji wielu zmien-
nych z ograniczeniami i z parametrami

Funkcje u* podstawia sie do réwnania HJB redukujac je do, ogdlnie bio-
rac, nieliniowego réwnania rézniczkowego o pochodnych czastkowych rzedu

pierwszego
_St(:nat) = g($>U*(x7 Sw(xvt)vt)at) + Sx(x,t)f(x, U*(xa S:E(xvt)at)at)

z warunkiem granicznym
S(l‘, tl) =0.

Rozwiazuje sie zredukowane réwnanie HJB (analitycznie lub numerycznie)
okreslajac w ten sposob sterowanie optymalne w ukltadzie ze sprzezeniem

zZwrotnym
u*(z,t) £ u*(z, Sx(z,1),1).



5 Regulator liniowo kwadratowy (LQR)

Dla liniowego systemu czasu ciaglego okreslonego na przedziale ¢t € [tg, t1]
rownaniem

z(t) = Az(t) + Bu(t)

kwadratowa funkcja kosztow

G = 2T (ty)F(ty)x(ty) —{—/t:k (xTQm + uTRu>dt

koszt stanu kohcowego

sterowanie, ze sprzezeniem zwrotnym minimalizujace koszt, okreslone jest
przez réwnanie

u(t) = —Kux(t)

gdzie
K =R'BTP(),

za$ P(t) jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego Riccatiego
ATP(t)+ P(t)A— P(t)BR™'BTP(t) + Q = —P'(t),

z warunkiem brzegowym

P(ty) = F(tk).
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